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L'aplicabilitat de la féormula d’integracio per parts
en un espai gaussia

Eulalia Nualart

In memoriam Paul Malliavin (1925-2010)

Resum: Durant els anys setanta, el matematic francés Paul Malliavin va revolucionar
la teoria de les probabilitats quan va introduir el calcul de variacions estocastic que
avui porta el seu nom. Malliavin va construir una estructura diferenciable en un espai
gaussia de manera que la integral d’Itd fos un objecte diferenciable. La seva motivaci6
principal va ser utilizar aquesta teoria per donar una demostracio probabilistica del
teorema de Hérmander per a operadors hipoelliptics de segon ordre. Una de les eines
clau d’aquest calcul diferencial estocastic és la seva féormula d’integraci6 per parts,
que fa intervenir dos operadors, la derivada i el seu adjunt, anomenat integral de
Skorohod. Introduirem les nocions basiques del calcul de Malliavin i donarem algunes
de les seves aplicacions a tres arees diferents —encara que molt relacionades— de
les matematiques, que son el calcul de probabilitats, I'estadistica i les matematiques
financeres.

Paraules clau: féormula d’integracié per parts, derivada de Malliavin, integral de
Skorohod, calcul de Malliavin i aplicacions.

Classificaciéd MSC2010: Primaria: 60H07, 60J60; secundaria; 62F12, 91B28.

1 Introducci6

Paul Malliavin (1925-2010) va ser professor de la Universitat Pierre et Marie
Curie del 1962 al 1993, emérit des del 1993 i membre de I’Académia de
Ciencies francesa des del 1979. Malliavin va ser un dels matematics més
fecunds del segle passat. La seva recerca es va centrar en I’'analisi harmonica,
el calcul de probabilitats, les funcions de variable complexa i la teoria de
I'aproximacio. Va llegir la tesi, dirigida per Szolem Mandelbrojt, el 1954. El seu
reconeixement internacional li va arribar I’any 1959 en resoldre un problema
d’analisi harmonica plantejat per Beurling i Gelfand durant els anys trenta.
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Paul Malliavin (1925-2010).

En els anys setanta, Paul Malliavin va revolucionar la teoria de les proba-
bilitats quan va introduir el calcul de variacions estocastic que avui porta
el seu nom. Els seus primers articles sobre aquest tema van ser [12, 13, 14]
publicats I’'any 1978. La idea clau que va tenir va ser construir una estructura
diferenciable sobre I’espai de probabilitat d’'un moviment brownia de forma
que la integral d’Itd fos un objecte diferenciable. La seva motivaci6 principal va
ser utilitzar aquesta teoria per obtenir una demostracié probabilistica del teo-
rema de Hérmander sobre operadors hipoelliptics de segon ordre. A I'octubre
del 1975, Paul Malliavin va impartir el curs «Operadors elliptics i equacions
diferencials estocastiques» a la Universitat de Barcelona.

Despreés de la seva invenci6, probabilistes com Bismut, Shigekawa, Stroock,
Ikeda i Watanabe, entre d’altres, van publicar diferents treballs en qué van
desenvolupar les idees de Malliavin sobre el calcul de variacions estocastic en
diferents direccions. A partir d’aquest moment, el calcul de Malliavin va ser
molt utilitzat i ha estat desenvolupat al llarg dels anys, i ha acabat donant lloc a
diferents aplicacions. Una de les eines clau d’aquest calcul diferencial és la seva
formula d’integracio per parts, en la qual intervenen dos operadors, I'operador
derivada i el seu adjunt, anomenat integral de Skorohod. Comencarem per
definir aquests dos operadors per demostrar, tot seguit, la férmula d’integracié
per parts. Després, donarem tres aplicacions d’aquesta formula a tres arees
diferents —encara que molt relacionades— de les matematiques, que soén el
calcul de probabilitats, I'estadistica i les matematiques financeres.

2 Conceptes previs

Abans d’introduir el calcul de Malliavin, definirem alguns conceptes previs de
probabilitats.

Treballarem sempre sobre un espai de probabilitat, que és una terna
(Q,F,P), on Q és el conjunt mostral de tots els resultats possibles de I'-
experiment aleatori, F és una ¢ -algebra de subconjunts de Q i P és una mesura
de probabilitat sobre F.
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Sobre un espai de probabilitat podem definir una variable aleatoria real com
una aplicacié F: Q - R amb la propietat de ser mesurable, és a dir, tal que
I'antiimatge de qualsevol conjunt obert de R és un element de la o-algebra F.
Observem que, per a cada element wo Q] F(w) és un nombre real.

Direm que una variable alﬁtc‘)ria F té densitat si existeix una funcié f: R -
R+ positiva, integrable amb __ f(xX)dx =1 tal que

5!
P@sF=sb)= fXx)dx, peratota<hb.
a

Llavors T s’anomena densitat de F.

La densitat més coneguda és la que colloquialment es coneix com a campana
de Gauss. Una variable aleatoria que té aquesta densitat s’anomena gaussiana.
Més precisament, direm que una variable aleatoria té una llei gaussiana d’espe-
ranca u [CRli variancia o2 = 0, que denotarem per N(u, 02), si la seva densitat
ve donada per

_x-w?

1 x=*
f(x) = ¥——=e 22 , peratotx [RI
2102

Si afegim el caracter temporal a una variable aleatoria obtenim el concepte
de procés estocastic definit en un espai de probabilitat (Q, F,P). Aquest es defi-
neix com una aplicacié u: R+ < Q - R tal que per a cada t = O fixat, I'aplicacio
u(t): o [ [1(t, w) és una variable aleatoria definida en el mateix espai de
probabilitat. A més, I'aplicacio t [C1(t, w) s’anomena trajectoria associada a
I'element o Q1

Els increments d’un procés estocastic son les diferéncies u(t) — u(s) entre
els valors presos pel procés en diferents valors de temps s < t. Direm que
un procés estocastic té els increments independents si les variables aleatories
u(t) —u(s) i u(r) —u(z) soén independents, si els intervals [s,t[i [z, r[ son
disjunts, i si tot nombre finit d’increments en intervals disjunts dos a dos
s6n mutuament independents.

Direm que un procés estocastic és continu si les seves trajectories son
continues quasi segurament (s’utilitza la notaci6é abreujada g. s.), és a dir,
I'aplicacio t [Cuqt, w) és continua per a tot o [Qlexcepte per a un subconjunt
de w de P-mesura zero.

L’exemple més conegut de procés estocastic continu és el procés de Wiener,
que fou rigorosament construit i estudiat per Norbert Wiener durant els anys
vint, i per aixo porta el seu nom. Pero el 1905 ja va ser proposat per Albert
Einstein com a model per al fenomen fisic anomenat moviment brownia, i que
fa referéncia al moviment aleatori de particules en suspensi6 en un liquid.
Aquest fenomen va ser descobert pel botanic Robert Brown el 1827, quan va
observar en un microscopi el moviment de particules de pollen a I'aigua. En la
literatura s’utilitza la nomenclatura de moviment brownia com a sinonim de
procés de Wiener. Es defineix de la manera segiient.

Un moviment brownia (B(t),t = 0) és un procés estocastic amb increments
independents tal que B(0) = 0, les trajectories t -~ B(t) sén continues g. s. i els
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increments B(t) — B(s) sOn variables aleatories amb llei gaussiana d’esperanca
Oivariancia t —s.

En I'observacié del moviment de particules, la variable B(t) s’interpreta com
la posicié d’'una particula a I'instant t = 0.

La filtracié d’un moviment brownia és el conjunt de c-algebres (F¢,t = 0)
tals que per a cada t = O fixat, F esta generada per les variables s [ B(k), on
s []0,t] i els conjunts de P-mesura zero de F. Es a dir, per a cada t = O fixat,
F¢ conté tota la informacio6 sobre les trajectories del brownia fins al temps t.

Direm que un procés estocastic (u(t),t = 0) és adaptat a la filtraci6 del
moviment brownia (F¢,t = 0) si per a cada t = 0 fixat, u(t) és F¢-mesurable, i
utilitzarem la notaci6 u(t) [FL.

Per a un subconjunt dels processos estocastics adaptats, es pot definir la
seva integral respecte del moviment brownia, que és I'anomenada integral d’Itd.
Aquest subconjunt es defineix de la manera seguent:

Per T > 0 fixat, considerem I’espai de processos estocastics reals i de
quadrat integrable:

-
,C] ]
L“[0,T]xQ = u:[0,T]xQ - R talque

HEY —
mzi=E O%ﬂ,w)%ﬂt <o .

) ) _ O [ N | O
Considerem el subespai vectorial L2 [0, T] x lej [0,T] =9 de processos
adaptats a la filtracio del moviment brownia F¢,t [0, T] . Observem que
LZ [0, T]1xQ és-4n espai yectorial complet i, per tant, hereda I'estructura
hilbertiana de L? [0, T] x Q .

La integral d’Itd d’un procés estocastic real adaptat i de quadrat integrable
és la integral d’aquest procés respecte d’'un moviment brownia. Aquesta integral
es gqnstrueixper pas al limit d’'una successi6 treta d’'un subconjunt dens de
L2 [0,T] < Q de la manera segient:

Considerem el conjunt de processos elementals

- —
E= u(@®= Filg (D), 0=sth1 < -+ - <th+1 =T,
=1 1
Fi [CE},de quadrat integrable .

] [
El conjunt E és dens dins de L3 [0,T] x Q . Definim la inlt_egral d’ité d’urla:I
procés elemental u [CEl respecte d’un moviment brownia B(t),t [J0,T]

com
L+  — -
. u(t)dB(t) = Fi B(ti+1) —B(t;) .
i=1

. L . . Cl [
Aix0 defineix un funcional lineal de E L3 [0,T] x Q prenent valors a L?(Q)
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amb les propietats segients:

[H 1 (I3 I [CH 1
E u(t)dB(t) =0, E u(t)dB(t) =E [u@®|?dt . (2.1)
0 0 0

La segona propietat s’anomena propietat d’'isometria i ens permet estendrh
de manera Unica la integral d’1té de processos estocastics en L2 [0,T] x Q
com a limit en L2(Q) d’una successié de processos elementals en E i amb les
mateixes propietats (2.1). O O

En el cas que T sigui una funcié (determinista) en L? [0,T] , la seva integral
respecte d’un moviment brownia s’anomena integral de Wieﬂfr i és una variable
aleatoria amb llei gaussiana, d’esperanca O i variancia , F2(t)dt. La seva
construccio6 és similar a la de la integral d’Itd. En efecte, considerem el conjunt
de funcions esglaonades

— — —
A= f@)= ailg g0, 0=ty <---<tha1 =T, a; (R
i=1
Definim lg-integral de Wigner d'una funcié esglaonada respecte d’'un moviment
brownia B(t),t [J4,T] com
L]  — ]
. F()dB(t) =  ai B(ti+1) —B(ti) .
i=1
Utilitzant la definicié de moviment brownia, és facil veu@ que aixo defineix una
variable aleatoria gaussiana diesperagnga O i variancia £2(t) dt. Com que el
conjunt A és dens dins de L? [0,T] , podem gstendre per continuitat aquest
funcional lineal a una Unica aplicacié sobre L2 [0, T] que satisfa la propietat
d’isometria [CH |
B fOBEO® = f2(t)dt.

Comlﬂue el limit en L?(Q) de variables aleatories gaussianes és gaussia, tenim
&l;le o F(t)dB(t) és una variable aleatoria gaussiana d’esperanca O i variancia
o F2(t)dt.

3 La derivada de Malliavin, I'adjunt i la féormula d’integracio
per parts

A continuacié definirem els dos operadors basics del calcul de Malliavin, que
son I'operador derivada i el seu adjunt, anomenat integral de Skorohod. Tot
seguit, demostrarem la formula d’integraci6 per parts, que és un element clau
d’aquesta teoria. Una presentacio extensa del calcul de Malliavin es pot trobar,
per exemple, en [15, 22].

El concepte de derivada de Malliavin es basa en el concepte classic de deri-
vada direccional. Comencem, doncs, per recordar aquest concepte. Considerem
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una funcioé que pren valors reals f: U - R, on U és un obert de R". Llavors, si
existeix, la derivada direccional de la funcié f en el punt x [Uli en la direcci6
y [RTI' es defineix com el limit seguent:

. F(x+ D) —F(x) d %
y TG0 = lim (. arg>** ™) =0
El concepte de derivada direccional es pot estendre al cas que R" se substi-
tueix per un espai de Banach. Sigui f: U - R una funcié on U és un obert d’'un
espai de Banach X. Llavors, si existeix, definim la derivada direccional de T en
el punt x [Uli en la direccié y [Xlcom

Dy F(x) = S F(x+ @)%0.

] [
Un exemple classic d’espai de Banach és X = Cqy [0,T] , I'espai format per
les funcions continues w: [0,T] - R tals que w(0) = 0 amb la norma del
suprem

[ l]= sup |w(t)].
tLaIT]

Un cop recordat el concepte de derivada direccional, el nostre objectiu és
definir una derivada direccional aplicada a variables aleatories en comptes de
funcions. Per fer-ho, considerarem nomeés aquelles variables aleatories definides
en I'anomenat espai de Wiener o espai de probabilitat canonic del moviment
brownia, que es construeix tal com explicarem tot seguit.

Observem que en la definicié de moviment brownia de la secci6 anterior,
I'espai de probabilitat (Q, F, P) en el qual considerem aquest procés estocastic
pot ser qualsevol. Ara bé, com que les trajectories d’'un moviment blrglwniéifpn
continues g. s., podem prendre com espai mostral Q el conjunt Cy [0,T] . En
efecte, n’hi ha prou de considerar I'aplicacio

] (|
QI Co [0,T]
w [BIAw) =w(-).

Es a dir, per a cada t = 0, By(w) és la funcié w avaluada en t. Dpaitra handa,
com a o-algebra F podem considerar la c-algebra de Borel de Cy [0,T] , és a
dir, aquella generada pels conjunts oberts relatius a I'estructura d’espai métric
separable i complet. La mesura de probabilitat P és, llavors, la llei del moviment
brownia anomenada mesura de Wiener.

L’espai de probabilitat del moviment brownia (Q, F, P) construit aixi s’a-
nomena espai de Wiener i les variables aleatories en aquest espai son les
avaluacions w (t).

Utilitzant aquesta identificacié podem definir la derivada direccional d’'una
variable aleatoria en I'espai de Wiener. Observem que en aquest cas derivem
una funcio aleatoria respecte del parametre aleatori .
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Sigui F: Q - R una variable aleatoria definida sobre I'espai-¢e Wieqer
(Q,F,P). Considerem una funcié de quadrat integrable g [ILF [0,T] i la
funcioé continua y [CQldefinida com

O
y() = . g(s)ds. 3.1

Llavors, si existeix, definim la derivada direccional de F en el punt co CQli
en ladireccio y [Qlcom

DyF(w) = C%:FI(Q) + ) %D (3.2

Observem que hem definit la derivada direccional només per a direccions
que so6n funcions continues del tipus (3.1). El conjunt de funcions continues
del tipus (3.1) és un espai de Hilbert que s’Tanomena espai de Cameron-Martin i
es defineix com

1 [ R | Lol 1
H= y [Q: [glCL?[0,T] :y(t)= Og(s)ds :

Observem que per a cada direccioy [CH, DyF: Q - R és una variable aleatoria.
Direm que una variable aleatoria F: Q - R en I'’espai de Wiener (Q, F,P) és
derivable en el sentit de Malliavin si es compleix que:

= Per a tota direcci6 y [CH, la derivada direccional de F, DyF, existeix com
el limit de (3.2) en probabilitat i la funcié [T E(w + ) és absolutament
continua q. s. respecte de la mesura % Lebesgue en R.

= Existeix un procés estocastic ¢ I3 [0,T]xQ tal que

-
DyF(w) = o Y (t, w)g(t) dt.

En el cas que les dues condicions es cor’r\glleixin, def'ﬂim la derivada de Malliavin
de F com el procés estocastic DF [I4 [0,T] < Q donat per

DiF(w) =P(t,w), peratott (O, T]iw CA

L’espai de variables aleatories derivables eg-genoga;per Dlvziﬁer tant, hem
definit un operador lineal D: D*2 [13 [0,T] - L2 [0, T]1xQ .

Podem iterar el concepte de derivada direccional i definir la derivada de
Malliavin d’ordre k = 1 d’una variable aleatoria F: Q - R que denotarem per
D*F. Denotem per D*? I'espai de variabjes aleatrieg-derivables kiegades i
obtenim un operador lineal D: D*? [13 [0,T] - L2 [0,T]XxQ .Perp >1,
denotem per DKP I'espai de variables aleatories derivables k vegades i tals que
totes les seves derivades pertanyen a I'espai LP(Q).

na propietat important de la derivada és I'anomenada regla de la cadena
D f(F) = fYF)DF, que es compleix si f: R -~ R és una funci6 derivable amb
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derivada fitada i F és una variable aleatoria dins de D'P per a algun p > 1.
De fet, si T és una funcio Lipschitz i F és una variable aleatoria amb densitat,
llavors la regla de la cadena també es compleix, pero la seva demostracio6 és
meés delicada.

A continuaci6, calcularem la derivada de Malliavin d’'una integral de Wiener

5]
F=  f(s)dB(s), fEIﬁI%(I),T]I.:I
0

Hem vist en la secca anterior que F és una variable aleatoria gaussiana cen-
trada i de variancia , f2(s)ds. D’altra banda, podem considerar la integral de
Wiener com una variable aleatoria en I’espai canonic del moviment brownia.
Per fer-ho, considerem I'aplicacio

QR =
w CE@) = F(s)dw(s).

Es a dir, per a cada trajectoria del moviment brownia, es té un valor de la
variable avaluada en aquella trajectoria. Observem, pero, que aquesta inter-
pretaciéﬁe la integral de Wiener E purﬁ\ent intuitiva, ja que el fet que
F(w) = 4 F(s)dw(s) peraf [Lf [0,T] iw [Ql només es compleix, per
exemple, si ¥ és una funcio de variacio fitada (a través de la formula d’integracio
per parts d’analisi), o bé si w pertany a I'espai de Cameron-MartinH .

A centinugejo, prenem y [LH, és a dir, de la forma y(t) = 4 g(s)ds on
g I3 [0,T] . Llavors, peratot = 0i w [Qltenim

Flw+ y) —F(w) _ ?f(s)dW(S)Jf Q?f(s)dv(s)—?f(s)dw(s) _

1 = 1

= f(s)g(s)ds.
o

Observem que el terme de la dreta no depen de [Per tant, de la definici6
de derivada de Malliavin, deduim que la derivada de F és la funci6 T, és a
dir, peratott [JD,T]i w [CQ, DiF(w) = F(t). Per tant, en aquest cas,
la derivada és una funcié determinista. Per exemple, si ¥ = 1[g 1], és a dir
F = B(1), llavors DtF = 1po,13(t). De fet, la derivada de Malliavin d’'una variable
aleatoria gaussiana és sempre una funcié determinista.

D’altra banda, si u és un procés estocastic diferenciable en el sentit de
Malliavin en cada instant, tenim que la derivada de Malliavin de la integral
de Lebesgue del procés és la integral de la derivada del procés, és a dir,

=l o

D¢ u(s)ds = Diu(s) ds.
0 0

Ja sabem, doncs, com actua la derivada de Malliavin sobre integrals de
Wiener i sobre integrals de Lebesgue de processos estocastics. El nostre ob-
jectiu seglient és veure com actua la derivada sobre integrals d’It6. Per fer-ho,
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necessitem introduir el concepte d’operador adjunt de la-glerivada.Aquest
es denota per d i ggtua sobrg-processos estocastics en L2 [0,T] x Q . Donat
un procés u I3 [0,T] x Q , 6(u) s’anomena integral de Skorohod de u i es
defineix utilitzant la definicié classica d’adjunt d’'un operador.

= L'agdjunt de la@dgrivada és un operador & definit en el seu domini Domd L[]
L2 [0,T] = Q amb valors en L2(Q). Direm que u pertany a Dom & si per
a tota variable aleatdria F dins de D12, existeix una constant ¢ que pot
dependre de u tal que

%:ETDJ u(t)dt % c(u) [(EL 2 q).

- Si F pertany a D12 i u pertany a Dom &, es compleix la relacié de dualitat
seguent entre la derivada i la integral de Skorohod:
O - [T 1
E Fo(u) =E DiFu(t)dt . (3.3)
0

De la seva definiciéo deduim que I'operador & és lineal. A més, es compleix
la propietat seglient sobre la integral de Skorohod del producte d’un procés
estocastic i una variable aleatoria:

(|

3(Fu) =Fd(u)— D¢Fu(t)dt. (3.4)
0

D’altra banda, es pot demostrar que si un procés estocastic u de quadrat
integrable és adaptat a la filtracié del moviment brownia, llavors la seva integral
de Skorohod coincideix amb la seva integral d’Itd, és a dir,

]
d(u)=  u(t)dB(b).
0

Per tant, en aquest cas, de cara a les aplicacions, podem utilitzar les tecni-
ques conegudes del calcul d’1td per fer els calculs necessaris. Ara bé, si el procés
no és adaptat a la filtracié del moviment brownia, podem intentar escriure’l
com el producte d’una variable aleatoria i un procés adaptat. Llavors la férmula
(3.4) ens dbna una regla util per calcular la seva integral de Skorohod, en la
qual intervindra la integral d’I1td del procés adaptat. Aquest és un truc que
sovint s’utilitza a I’hora de fer calculs concrets d’integrals de Skorohod, com
veurem més endavant.

A més, la derivada de la integral de Skorohod d’un procés estocastic com-
pleix que O O
D¢ o(u) = u(t) +d(Dtu).

En particular, si el procés és adaptat, obtenim que la derivada de la integral
d’Ité d’aquest procés ve donada per

3] 1 A
D¢ . u(s)dB(s) =u(t)+ Diu(s) dB(s).
t
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Ja ho tenim tot a punt per demostrar la formula d’integraci6 per parts del
calcul de Malliavin, que s’obté com a conseqiiéncia de la regla de la cadena i la
relacio de dualitat entre I'operador derivada i el seu adjunt. Aquesta férmula
va ser demostrada per Malliavin en [12].

Proposici6 1. SiguinF,G: Q - Rlﬂues variables aleatories i u un procés esto-
castﬂﬁtals que F pEfany a D2, J D¢Fu(t)dt # 0 g. s. i el procés estocastic
Gu o D¢Fu(t)dt pertany a Dom d. Sigui ¥: R - R una funci6 diferenciable
amb derivada fitada. Llavors es té la férmula d’integracid per parts segient:

(| O O (|
EfYCF)G =E F(F)HuL(F,G) , (3.5)

on Hy(F, G) és la variable aleatoria dins de L2(Q) definida com
Hu(F,G) =& Lad D¢Fu(t)dt L
0

En el calcul de funcions reals, quan e parla de formula d’integracio per
parts, s’espera una formula del tipus uv™= uv — u%. En el calcul de
Malliavin, I'apellatiu formula d’integracio per parts s’utilitza per marcar el
fet que la formula (3.5) permet de deslliurar-nos de la derivada de f, a canvi
d’afegir la variable aleatoria Hy (F, G).

Observem que una vegada fixades les dues variables aleatories F i G, el
procés u que intervé en la formula (3.5) no té per queé ser Unic i el terme de
I'esquerra no depén de u. En la practica, sovintes pren u = DF i G = 1, i llavors

la férmula s’escriu
1 111

DF

DF 51 '

on @ 1
[DF BFE O|DtF|2dt

O O
EFfYF) =E F(F)d (3.6)

C1
Prova. Per la regla de la cadena tenim que D f(F) = fYF)DF. Multiplicant
pel procés u els dos costats de la igualtat i integrant s’obté que

= =

O
Dy f(F) u()dt=FfY) D(Fu(t)dt.
0 0

Multiplicant per la variable G, prenent esperances als dos costats de la igualtat
i utilitzant la relaci6 de dualitat (3.3) s’obté que

E[f¢F)G] =E L1 D; F(F) u(t)dt DFu(t)dt GL<
0 0
= Ler)s Ladr DiFu(t)dt L0
0

gque demostra la férmula (3.5). a
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4 Aplicacions de la férmula d’integraci6 per parts

Des de la seva existéncia, el calcul de Malliavin ha donat lloc a diverses apli-
cacions en diferents arees de les matematiques. A continuacid, veurem tres
situacions diferents en qué la férmula d’integracié per parts té un paper im-
portant. Comencarem per un problema classic de la teoria de probabilitats
que consisteix a donar criteris perqué una variable aleatoria tingui densitat
i aquesta densitat sigui una funcié infinitament derivable. Aquesta variable
aleatoria pot ser, per exemple, la solucié d’'una equacio diferencial estocastica.
Seguidament veurem una aplicaci6 del calcul de Malliavin a un problema classic
d’estimaci6 parameétrica, que consisteix a demostrar si un model té la propi-
etat de normalitat local asimptotica. De nou, un exemple d’aquest tipus de
model pot ser la solucié d’'una equacio diferencial estocastica amb coeficients
que depenguin d’'un parametre que es desitja estimar. El darrer problema que
estudiarem és la utilitzacio de la férmula d’integraci6 per parts per calcular nu-
meéricament les gregues en el model de Black i Scholes, que sén uns parametres
que tenen un paper important dins dels mercats financers.

4.1 Existéncia i fites de densitats

El calcul de Malliavin permet obtenir criteris per demostrar que una variable
aleatoria té densitat i que aquesta densitat és una funci6 infinitament dife-
renciable. De fet, tal com hem esmentat en la introduccid, Paul Malliavin va
introduir el calcul de variacions estocastic per tractar el cas—’una equaci ¢
diferencial estocastica pertorbada per un moviment brownia B(t),t []Q,T]
d-dimensional, és a dir,

O o O
dX(t) =o X(t) dB(t) +b X(t) dt, peratott []JO,T]. (4.2)

Suposem que la condici6 inicial és X(0) = xo [R™ i que els coeficients
oj,b: R™ - R™M s6n funcions Lipschitz. Els vectors oy,...,0q denoten les
columnes de la matriu p > d, 0. Sota agyestes condicions, se sap que existeix
una Unica solucié X = X(t),t [JQ,T] d’aquesta equacid, on X és un procés
m-dimensional, continu i adaptat a la filtracié del moviment brownia.

Llavors, Malliavin va demostrar que sota I'anomenada hipotesi d’hipoel-
lipticitat sobre els coeficients ¢ i b, per a cada t [JQ,T], la variable aleatoria
X (1) té una densitat infinitament diferenciable. La hipotesi d’hipoellipticitat
diu que els coeficients de la matriu o i del vector b sén funcions infinitament
diferenciables i amb derivades parcials fitades, i I’espai vectorial generat pels
vectors

. 1 [
O1,...,0d, [0i,05], 0=i,j=d, oi,[0j,04] .0=1i,J,k=d...

en el punt Xq és tot I'espai R™, on [0j, 0j] denota el paréntesi de Lie dels
vectors gj i gj, i
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Aquest és, doncs, I'enunciat probabilistic del teorema de Hérmander que Malli-
avin va demostrar en el seu article [12] utilitzant el seu calcul diferencial.

Observem que si d = m = 1, la condicié d’hipoellipticitat diu que o bé
o (o) Z 0, 0 bé existeix un n = 1 tal que o (M (x¢)b(xp) # 0, on (™ denota la
derivada n-ésima de o. El cas particular en qué m=d i o1,...,04 generen tot
I’espai RY en qualsevol punt s’anomena hipotesi d’elipticitat.

Per demostrar el teorema de Hormander es poden utilitzar criteris generals
d’existéncia i regularitat de densitats. Per exemple, per al cas unidimensional,
com a consegiiéncia de la férmula d’integracio per parts (3.5), es té el criteri
seguent d’existéncia i continuitat de la densitat que, a més, ens déna una
férmula explicita per a la densitat d’'una variable aleatoria derivable en el sentit
de Malliavin.

Proposici6 2. Sigui F: Q — R una variable aleatoria dins de D*? i tal que el

procés estocastic D;)FF@ pertany a Dom d. Llavors la llei de F té una densitat

fitada i continua donada per

1 [T11
F

P(X) =E 1{>x}0 - (4.2)

Formalment, per demostrar la formula (4.2), n’hi ha prou d’aplicar la férmula
d’'integracio per parts (3.6) a la funcié ¥ = 1z 1, on [a, b] és un interval de R,
i utilitzar el teorema de Fubini. En efecte, tenim

-
= DF

] [ [
P F Ja,b] =E 1an(F) =E ~ lrapy(X)dx o

[DF 2]
0 1 o
= E 1 5
a {F>x} [DF

Aix0 demostraria I'existéncia de la densitat i la seva expressio (4.2). Ara bé, la
funcié T = 15,0] No és diferenciable, propietat que és una hipotesi necessaria
per aplicar la proposicio 1. Per tant, per fer aquest calcul de manera rigorosa,
s’ha d’aplicar la férmula (3.6) a una regularitzacio diferenciable de la funcio f,
i passar al limit utilitzant el teorema de convergéncia dominada.

Per al cas de vectors aleatoris d-dimensionals, és a dir, de la forma F =
(FL,...,F9: Q - RY9 on cada F', i [{L,...,d} és una variable aleatoria
definida en el mateix espai de probabilitat, es té el criteri general segiient
d’existéncia de la densitat en el qual s’obté, a més, el seu caracter C*.

Teorema 3. Sigui F = (F%,...,F9): Q - RY un vector aleatori tal que per a
cadai [{1,...,d}, Fi pertany a D¥P peratotk =1 ip > 1. Suposem que la
matriu d x d definida com

7
(Yr)ij = D¢F'DFIdt, peratoti,j C{1,...,d}
0
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satisfa que ] O
E (detyg)™ < oo, peratotp >1. (4.3)

Llavors, la llei de F té una densitat C* donada per
] [
P(X) =E LsxpHa(F) | (4.4)

on la variable aleatoria Hq(F) esta definida com
1 ] — &
Ha(F) =& (y£'DF)s (v 'DF)4 - - - 8(yz'DF)* - - -

La matriu aleatoria yr s’anomena matriu de Malliavin i observem que la
condici6 (4.3) implica en particular que la matriu és invertible g. s. De fet,
Bouleau i Hirsch van demostrar que la invertibilitat de la matriu de Malliavin
juntament amb el fet que la variable (o vector) aleatoria pertanyi a D1P per
a algun p > 1, s6n condicions suficients perqué aquesta tingui una densitat;
vegeu [22, seccid 2.1.3]. La prova de I'expressio de la densitat (4.4) del teorema 3
és similar a la de la proposici6 2 pero utilitzant la versié d-dimensional de la
formula d’integraci6 per parts (3.5). Per demostrar el caracter C* es necessita
una versio més general de la férmula d’integracio per parts; vegeu [22, secci6
2.1.4).

Aquest tipus de criteris d’existéncia i diferenciabilitat de densitats han estat
aplicats en la literatura en diferents tipus d’equacions. Per exemple, en el cas
on les variables o vectors aleatoris sén solucions d’equacions diferencials esto-
castiques pertorbades per un moviment brownia o per sorolls més complicats,
i també en el cas d’equacions en derivades parcials estocastiques, com per
exemple, I'equacio de la calor [18, 23], I’equaci6 d’ones [20, 28, 29], I'’equaci6
de Burgers [11], o I'equaci6 de Navier-Stokes [19].

Un cop sabem que una variable o vector aleatori té una densitat diferenciable,
ens pot interessar trobar fites superiors i inferiors per a aquesta densitat per
coneixer el seu comportament. En els exemples mencionats anteriorment,
s’espera sovint que aquestes fites siguin de tipus gaussia. Kusuoka i Stroock
van ser els primers a utilitzar el calcul de Malliavin per demostrar en I'article
[10] que, sota la hipotesi d’hipoellipticitat, en el cas en qué b es pot escriure
com una combinaci6 lineal dels vectors oj, per a cada x [CRI", la densitat
del vector X(t) solucié de (4.1), satisfa una fita inferior i superior de tipus
gaussia. En particular, sota la hipotesi més forta d’ellipticitat i amb b general,
la densitat admet les fites gaussianes seglents:

1 1 1 1
1172 exp —fo@ <pe(y) =Cit 2 exp —Lxlo@ ; (4.5)
cot2 Cot2

on les constants ¢4, ¢, C1, C, depenen de les fites dels coeficients de o,b i les
seves derivades, de T i de la constant d’ellipticitat. Aquest tipus de fites es
coneixien també com a metodes analitics; vegeu [3, 30].

Per demostrar la fita superior s'utilitza la férmula (4.4) del teorema 3,
juntament amb la desigualtat de Cauchy-Schwarz i la desigualtat exponencial
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per martingales. Per tant, la formula (4.4) déna un métode molt atil per a
obtenir fites superiors per densitats que es pot aplicar en diferents situacions
com hem esmentat anteriorment. L’obtencio de fites inferiors de tipus gaussia
és més delicada que les fites superiors i és, actualment, un camp de recerca
molt actiu en qué la utilitzacié del calcul de Malliavin té un paper important.
Per al cas de I'’equacio diferencial estocastica (4.1), es té el metode de Kusuoka
i Stroock, pero aquest méetode resulta ser molt técnic i dificil d’aplicar en altres
tipus d’equacions. Kohatsu-Higa va utilitzar algunes de les idees de Kusuoka i
Stroock i va construir en [7] un métode general per obtenir fites inferiors de
tipus gaussia, que ell mateix va aplicar en el mateix article a I'equacio de la
calor estocastica amb dimensi6 de I'espai 1 i a difusions del tipus (4.1), amb
coeficients que depenen també del temps en [8].

Recentment, Nourdin i Viens [21] han desenvolupat un nou meéetode utilizant
també técniques de calcul de Malliavin per demostrar que una variable o vector
aleatori té una densitat. Aquest méetode també permet obtenir una formula
explicita per a la densitat que es pot utilitzar per trobar fites superiors i
inferiors de tipus gaussia. Per exemple, Nualart i Quer-Sardanyons en [24, 25]
han aplicat aquest metode per obtenir fites gaussianes per a les equacions de la
calor i d’ones amb dimensi6 de I'espai superior a 1 i pertorbades per un soroll
gaussia additiu. Per ara, sembla que el métode de Nourdin i Viens no s’aplica
en el cas que el soroll és també multiplicatiu, com per exemple en I'equacio
(4.1). Per al cas de I’equacio de la calor amb dimensié de I'espai superiora 1 i
soroll gaussia multiplicatiu, Nualart i Quer-Sardanyons han aplicat en I'article
recent [27] el metode de Kohatsu-Higa esmentat anteriorment per obtenir una
minoracid gaussiana que coincideix amb la majoracié que s’obté aplicant la
férmula (4.4).

A continuaci6, presentarem un altre meéetode introduit per Malliavin i Nualart
[16] (vegeu també [26] per al cas unidimensional) per obtenir fites inferiors de
densitats, basat en el concepte de camp aleatori recobridor d’'una variable (o
vector) aleatoria, que esta directament relacionat amb la férmula d’integracio
par parts. Comencem, doncs, per definir aquest concepte.

Sigui F: Q - na varigble aleatoria dins de D2, Direm que un procés
estocastic u I3 [0,T] =< Q és un camp aleatori recobridor de F si u pertany
aDomd i =

Di{Fu(t)dt=1 q.s.
0

Observem que si u és un camp aleatori recobridor de F i ¥ és una funcio
diferenciable amb derivada fitada es compleix que

O, O Ol O
EFfYY) =E F(F)d(u) .

En efecte, n’hi ha prou d’aplicar la formula d’integracio per parts (3.5) amb
G = 1. Per tant, si u és un camp aleatori recobridor de F, llavors u satisfa la
formula d’integraci6 per parts (3.5) amb Hy (F,G) = d(u).

Per exemple, és facil demostrar que el processos u(t) = i u(t) = ﬁ
sé6n camps aleatoris recobridors de F.
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Amb Paul Malliavin, vam demostrar en [16] la fita inferior seguent per a
la densitat de vectors aleatoris tals que existeix un camp aleatori recobridor
pel qual la seva integral de Skorohod satisfa un moment exponencial. Per
simplificar la notaci6, enunciarem només el resultat per a variables aleatories.

Teorema 4. Sigui F: Q - R una variable aleatoria dins de D3P per atotp > 1,
tal que la variable aleatoria [DIF IQ pertany a LP(Q) per a tot p > 1. Llavors,
si existeix un camp aleatori recobridor de F, u, i dues constantsy >1ic >0
tals que .

] 5]
E exp c|d(W)]|Y < oo,
la llei de F té una densitat diferenciable p(x) que satisfa la fita inferior segtient
[ v [
p(X) =cyexp —cy|X|¥T , peratotx [CRI

La demostracié d’aquest resultat es basa en la resolucié d’un problema
variacional d’analisi; vegeu [16, 26].

A continuaci6 veurem l'aplicacid d’aquest resultat a la soluci6 de I'equacio
diferencial estocastica (4.1) amb m = d = 1. Suposarem que X(0) = 0O i
que els coeficients o,b: R ~ R son funcions dins de C3(R) amb derivades
fitades. Suposarem també la hipotesi d’ellipticitat, que en dimensié 1 consisteix
a suposar que existeix una constant ¢ > O tal que per a tot x [R] |Jo(X)| =c.

Per a t > 0O fixat, definim el procés seguent

I ]
u(r) = %ﬁﬁ@xp - lr)\I;(I(s)l:dls , r<t, (4.6)

onA=bt- %Db - %0 T8 . Llavors, es pot demostrar que el procés (u(r),r <t)
és un camp aleatori recobridor de X(t).

Si suposem ara que A, A, o Testan fitades, es pot demostrar utilizant la
desigualtat maximal per martingales que existeix una constant c(t) > O per
la qual O O Nins
E exp c(t) |[o(w)] < oo, 4.7)

Aleshores, tenim que pel teorema 4, per a tot t [JD,T], X(t) admet una
densitat diferenciable que satisfa la fita inferior segiient:

[ o]
pit(X) =cexp —c|x|°, peratotx [RI] (4.8)

on la constant ¢ depén de t i de les fites sobre els coeficients i les seves
derivades.

Es important observar que el camp aleatori recobridor de X(t) definit en
(4.6) és un procés que no és adaptat. Per tant, en aquest cas, la integral de
Skorohod &(u) no coincideix amb la integral d’'Ité de u. Per demostrar (4.7),
podem utilitzar el truc mencionat en la seccié anterior, que consisteix a escriure



152 Eulalia Nualart

el procés u com el producte d’'una variable aleatoria i un procés adaptat, és a

dir,
L1 e [ s 6 1 R
u(r)=—-———EHdxp — A X(s) ds exp A X(s) ds .
to(X t) 0 0
: ) 1 L | e S s
Llavors podem aplicar la férmula (3.4) amb F = £ —3-Ldxp — JA X(s) ds

O] O 1 o X(t)
iu(r)=exp o A X(s) ds ,onu ésaraun procés adaptat. La integral de Sko-
rohod del procés adaptat si que coincidira, en aquest cas, amb la integral d’It6,
i podem utilitzar tecniques conegudes per finalment provar que (4.7) se satisfa.
Aquest argument funciona en el cas d’una equaci6 diferencial estocastica en
una dimensio, pero es complica quan treballem amb vectors aleatoris.

4.2 Estimacio parameétrica

La segona aplicacio del calcul de Malliavin que introduirem forma part del
treball iniciat per Gobet en [5, 6] i desenvolupat per Corcuera i Kohatsu-Higa en
[1]. En aquests treballs, els autors utilitzen el calcul de Malliavin per demostrar
les anomenades propietat de normalitat asimptotica local (NAL) i propietat de
normalitat asimptotica local mixta (NALM) per a models d’estimacio parame-
trica. Els models que Gobet, Corcuera i Kohatsu-Higa estudien s6n equacions
diferencials del tipus (4.1), amb coeficients que depenen d’'un parametre 6 que
es desitja estimar.

Vegem primer qué entenem per model d’estimacio parameétrica i propietats
NAL i NALM en un context general, i tot seguit explicarem com s’utilitza el calcul
de Malliavin per demostrar aquestes propietats seguint els models mencionats
anteriorment.

Un model d’estimacié parameétrica ve donat per un vector aleatori X" =
(X1,...,Xn) en un espai de probabilitat (Q, F,P), on la llei de X" depen d’un
parametre 8 [CQ, on O és un interval obert de R. Es a dir, X": Q x 0 -
E [(R": (w,0) [ XI'(w,BO). Suposarem que X" té densitat (versemblanca)
pn(Xx,0), x R

Un dels objectius en aquest tipus de model és trobar bons estimadors del
parametre 8, per tenir més informacié sobre el model estadistic. Un estimador
de 6 ésuna funcié T: E - R: x [I{@x) avaluada al vector X". Es diu que un
estimador de 6 0g(6) éﬁ)o si té bones propietats, per exemple, si és sense
biaix, és a dir, Eg T(X™) = 6 o g(8), o bé si té variancia minima, o bé si és
asimptoticament normal, etc. D’altra banda, hi ha estimadors coneguts, com
per exemple I'estimador de maxima versemblanca, que se sap que té bones
propietats. Tot i aix0, segons per a quin model estadistic, no és sempre el millor
estimador.

Una propietat important d’'un estimador és ser eficient. Un estimador efici-
ent és aquell que satisfa la igualtat en la coneguda desigualtat de Cramér-Rao
que recordarem a continuacio. Aquesta desigualtat dona una fita inferior per a
la variancia d’'un estimador sense biaix. Es diu que un estimador és asimptoti-
cament eficient si satisfa la igualtat de Cramér-Rao quan n tendeix a infinit.
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Proposicid6 5. Sigui T un estimador sense biaix de 6. Sota hipotesis de regulari-
tat sobre el model estadistic tenim

1 1

vare Toxm' 2 & =
are T = Vare 6 109 pn(X™,0) — 1(8)°

1(8) s’anomena informacié de Fisher. A més, es compleix que per a tot 8 [CQli
guasi per a tot x [RTI",

C 1 1 [
j:laxj Ee[aelexn = x]pn(Xx,0)

Pn(x,0)

La desigualtat de Cramér-Rao es demostra utilitzant la desigualtat de
Cauchy-Schwarz. La igualtat (4.9) és una consequéncia de la féormula d’in-
tegracio per parts en R".

D’altra banda, es diu que un model estadistic paramétric satisfa la propietat
NAL amb velocitat de convergéncia n, si per atot © [@li u [R] quan n tendeix
a infinit, el quocient de versemblances

d¢ logpn(x,0) = — (4.9)

(| [
pn xn! e + A%
pn(xny e)

convergeix en distribucié cap a uN(0,I 8) — “{r(e), per a una certa funcio
I(©). En el cas que la funcid I (B) sigui una variable aleatoria, llavors es diu que
el model satisfa la propietat NALM. S’obté llavors una llei gaussiana amb va-
riancia aleatoria, és a dir, una llei gaussiana condicionada per una altra variable
aleatoria. En aquest cas, aix0 vol dir que la distribucio limit és gaussiana pero
depén dels valors observats d’aquesta variable aleatoria.

Un cop sabem que un model estadistic satisfa la propietat NAL, els anome-
nats teoremes minimax permeten demostrar que asimptoticament es compleix
1(0) = T]é) en la proposicié 5. Per tant, la propietat NAL ens doéna la fita
inferior de Cramér-Rao. Els mateixos teoremes minimax permeten construir
estimadors asimptoticament eficacos, és a dir, que satisfan la igualtat en la
desigualtat de Cramér-Rao quan n tendeix a infinit. D’aqui la importancia
d’aquestes propietats dels models estadistics.

A continuacio explicarem quin paper té el calcul de Malliavin dins d’aquest
problema d’estimacié paramétrica. La idea ve donada en el resultat seguent,
demostrat per Corcuera i Kohatsu-Higa en [1], que és una generalitzaci6 de
la desigualtat de Cramér-Rao per al cas que el model estadistic X" no té
forcosament una densitat. Es a dir, si el model té una versemblanca coneguda,
llavors demostrar la propietat NAL i trobar la informacio de Fisher 1(0) es pot
fer directament treballant amb la funcié de densitat. Ara bé, si la densitat no
es coneix explicitament, el resultat segiient dona una via per fer els calculs
utilitzant la formula d’integracio per parts del calcul de Malliavin.

log

Teorema 6. Suposem que les variables aleatories Xj pertanyen§ D2 per3 tot
j =1,...,n. Suposem que existeix un procés estocastic u I3 [0,T] = Q dins
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de Domd tal que, peratot j =1,...,Nn, es compleix que
CH
DeXju(t)dt =0eX; . s. (4.10)
0

Sigui T un estimador sense biaix de 8. Llavors, sota hipotesis de regularitat sobre
el model estadistic tenim que

Var I%l(xn)|:>I =
0 = Varg Eg[3(u)|X"]

En el cas que X" tingui una densitat, llavors Eg [d(u) | X" =x]=0g log pn (X, 8)
g. s. i es compleix la desigualtat classica de Cramér-Rao.

Prova. Primer demostrarem que la condicié (4.10) implica que

Ll (I Ll (I
0gEg T(X™) =Eg T(XM&(U) . (4.11)
En efecte, per la regla de la cadena tenim que DT (X") = kizl Oy, T(XM)DXk.
Utilitzant la condici6 (4.10) i la relacié de dualitat (3.3) obtenim que

- (I, N (R U .|
O0oEe T(X™) = Eg 0x, T(XM3Xk = Eg 0x,T(X")MXk,ull=
k= N .

=Eg MT(X™),uld=Eg T(XM(U) .

(I (I
Aplicant ladesigualtat gg Cayehy-Schwarz i utilitzant el fet que deEe T XM =
liqueEg T(XMd(U) =Eg T(XMEg[d(u)|X"] , concloem el resultat desit-
jat. O

Observem que la formula (4.11) per al cas n = 1 és una consequéncia de
la formula d’integracio per parts (3.5), si prenem G = 0gX", ¥ =T i u tal que
MX", ul= 0gX" (condicié (4.10)). Aixi doncs, el procés u del teorema 6 té el
mateix paper que el procés u de la férmula d’integracié per parts (3.5). A la
practica, no és Unic, i s’ha de triar de manera adequada.

Vegem ara una aplicacié d’aquest resultat. Considerem I'anomenat procés
d’Ornstein-Uhlenbeck, que és el procés estocastic (X(t),t = 0) soluci6 de
I'equacio diferencial estocastica

dX(t) = —6X(t)dt +dB(t), peratott=0,

amb condici6 inicial X(0) = 0. Observem que es tacta d’una equacio lineal que
podem resoldre explicitament. Es té que X(t) = 5e 2t dB(s) i, per tant, el
Eﬁocés d’Ornstein-Uhlenbeck és un procés gaussia d’esperanca zero i variancia
0 €728(t=s) ds. En particular, aquest model estadistic té una densitat explicita,
per tant, els calculs que farem a continuacié podrien fer-se directament utilit-
zant la densitat explicita del model. Pero, per veure un exemple d’aplicacio del
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teorema 6, explicarem com es demostra la propietat NAL per a aquest model
utilitzant el calcul de Malliavin.

Per fer-ho, considerem una mostra aleatoria d’aquest model parametric,
X" = Xy« -, Xg,,) on {tg, ..., th} és una partici6é de I'interval ]0,T], és a dir
O0<ty <---<th=T.A més, triarem aquesta particié de manera que si
definim Ap =t — tj—1, llavors An - 01 T = NnApx - o quan n tendeix a infinit.

Per poder aplicar el teorema 6, hem de trobar un procés u que satisfaci
I’equaci6 (4.10). Observem que, per a cada j = 1,...,nNn, la variable aleatoria
X(tj) s’escriu com una integral de Wiener, i la seva derivada de Malliavin ve
donada per DsX(tj) = e 915 1(s). A més, observem que la derivada
del procés d’Ornstein-Uhlenbeck X respecte de 6 satisfa I'’equaci6 diferencial
seguent .| | | O
d dgX(t) =-—X(t)dt—0 0dgX(t) dt.

Deduim, doncs, que dg X (tj) = — ? X(s)DsX(tj) ds i podem prendre u = —X

en (4.10).
Considerem, per a tot u [CR] la variable aleatoria

Zn (6,8 + =) = log pn(X", 8 + =) — log pn (X", 6).
nAn nAn

Llavors, el teorema 6 ens diu que

g log pn (X", 8) = —Ee[3(X)[X"]. (4.12)
D’altra banda, com que X és un procés adaptat tenim d(X) = ?X(s) dB(s).
Aixi doncs, el calcul de Malliavin ens permet escriure la variable aleatoria
Zn(6,0 + %) en termes de I'esperanga condicionada d’una integral d’Itd

que sabem manipular. Llavors, utilitzant el fet que X és un procés ergodic amb
mesura invariant N (O, %), és a dir,

=
1 ) 1
T X (t)dth%,

es pot demostrar que, per a tot u [CR] quan n tendeix a infinit,

1 u?
zn(e,e+%) B uN(o, 26) " 25" (4.13)

on B denota la convergéncia en probabilitat i f 1a convergencia en distribucio.
Es a dir, aquest model satisfa la propietat NAL amb velocitat de convergéncia
NnAn i variancia I'(8) = %. En aquest cas, Corcuera i Kohatsu-Higa utilitzen
(4.12) per demostrar aquest resultat, com a exemple d’aplicacié del teorema 6.
Tot i aixi, com hem esmentat anteriorment, per a models gaussians i ergodics
com aquest, la convergéncia en distribucid (4.13) es pot demostrar directa-
ment sense passar pel calcul de Malliavin, utilitzant la forma explicita de la

versemblanca.
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Vegem ara un segon exemple tractat en [5, 1] de model paramétric en qué
la densitat no es coneix explicitament i s’utilitza el calcul de Malliavin per
demostrar la propietat NALM. Es el cas d’una equaci6 diferencial estocastica
del tipus (4.1) amb coeficients que depenen del temps i d’'un parametre 6 que
es desitja estimar, és a dir,

[ (. 1 [
dX(t) =0 t,0,X(t) dB(t) +b t,06,X(t) dt, peratott []4,1], (4.14)

amb X(0) = x. En [1] els autors estudien el cas unidimensional d’aquesta
equacio; Gobet [5] tracta el cas multidimensional. Per simplificar la notacio,
exposarem el resultat unidimensional. Suposem que b i o s6n funcions C133,
uniformement fitades, amb derivades uniformement fitades i © uniformement
elliptica. Considerem una mostra aleatoria d’aquest model paramétric, X" =
Kgs -, X)) on {ta,...,th} és la particié de I'interval ]0,1] definida com
ti = 1An, és a dir, nA, = 1. Considerem per atot u [R]

Zn (6,0 + »’%) = log pn(X", 0 + aﬂﬁ) —log pn(X", ©).

Llavors, Corcuera i Kohatsu-Higa [1] demostren que, per a tot u [CR] quan n
tendeix a infinit,

SR N o -l

06Gq-$, 0, X(s u 0,X(s

z +a}i 590G 0 XC 4 6)- Y~ 5 Jj é

n@0+VD B 2 T @ TN 2 T O
I:I ]

onW = W(t),t [[4,1] és un moviment brownia independeﬁ de B. Per tanf

agquest model satisfa Ia prople(t_a]t NALM ja que donat el procés X(t),t []Q,1] ,

0,X(s
la variable aleatorla 0 Z—GQGX—(()CU (s) és gaussiana amb esperancga zero
O s S
i variancia S [

00 q-$,0,X(s)

0 o s,0,X(s) ds.

En aquest cas, la distribucid limit esta condicionada per les trajectories del
procés X en tot I'interval.

Per demostrar aquest resultat de convergéncia en distribucio, els autors
utilitzen, d’'una banda, el seu teorema 6 triant un procés u adequat. D’altra
banda, també utilitzen un resultat de fites superiors i inferiors de la densitat del
model del tipus (4.5). Com s’ha dit més amunt, Gobet [5] ja havia demostrat en
un treball anterior la versié multidimensional d’aquest resultat, amb técniques
similars de calcul de Malliavin perdo amb una notacié una mica diferent. El
treball de [1] generalitza el treball de Gobet amb vista a poder tractar altres
tipus d’equacions, com per exemple, les equacions diferencials estocastiques
amb salts.

Finalment, el treball de Gobet [6] considera una difusié multidimensional del
tipus (4.14) amb coeficients que depenen de 6 i de X(t) amb t = 0. Considera
una mostra aleatoria X" = (X¢,,...,Xt,) amb Aq - 0i NnAy - o quan n
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tendeix a infinit, és a dir, en tota la recta R+ com en el cas del procés d’Ornstein-
Uhlenbeck. Sota hipotesis sobre o i b que, en particular, asseguren I'’ergodicitat
del procés X, Gobet demostra la propietat NAL per a aquest model utilizant les
tecniques de calcul de Malliavin.

4.3 Calcul numeric de gregues

La darrera aplicaci6 del calcul de Malliavin consisteix a utilitzar la seva for-
mula d’integracié per parts per calcular les gregues, que s6n uns parametres
que intervenen en un tipus d’instruments financers derivats anomenats opci-
ons. Una exposici6 extensa sobre les aplicacions del calcul de Malliavin a les
matematiques financeres es pot trobar en [17, 22].

Comencem, doncs, introduint el concepte d’opcid. Suposem que un inversor
té una cartera d’accions amb una rendibilitat mitjana superior al tipus d’interes
fix, pero que necessita garantir un capital determinat en un cert temps. Una
opcid de venda (put) o de compra (call) és un contracte que li permet vendre o
comprar les seves accions a un preu d’exercici K i a una data de venciment T
fixats préviament en el contracte. Es a dir, si el propietari de I'opcié decideix
exercir el seu dret garantit en el contracte, I’emissor del contracte té I'obligacio
de comprar o vendre les accions al preu d’exercici fixat. D’altra banda, una
opci6 té un preu inicial anomenat prima que I'inversor ha de pagar a I'emissor
per poder beneficiar-se del contracte.

Anomenem (S(t),0 <t < T) el preu d’'una acci6 en el mercat en la data
t CJO,T]. En un put, si el preu de les accions en la data T és superior al
preu d’exercici, I'inversor no té interes a exercir la seva opcio, ja que és més
rendible vendre les seves accions directament al mercat. D’altra banda, si el
preu és inferior, vendra les seves accions a I’emissor al preu K per, després,
comprar-les al preu S(T), de manera que obté un benefici de K — S(T). Per
tant, el valor d’un put en la data de venciment és igual a max(K — S(T), 0).
Analogament, el valor d’un call a I'instant T és igual a max(S(T) — K, 0).

Es planteja llavors el problema seglient: quin és el valor optim de la prima
gue compensi alhora I'inversor i I’'emissor del contracte? Es 'anomenat pro-
blema de valoracié o pricing d’opcions. Per tal de resoldre aquest problema
s’intenta trobar una estratégia que permeti cobrir el possible benefici (el valor
inicial de I'estratégia és la prima). Es 'anomenat problema de cobertura o
hedging d’opcions.

Les opcions s6n exemples dels anomenats instruments financers derivats, el
valor dels quals depén d’una acci6 o actiu subjacent. Actualment, els mercats de
derivats s6n tan actius com les mateixes borses. Historicament, els mercats
de derivats van apareixer als Estats Units en els anys setanta, i en els anys
noranta van comencar a operar a I'Estat espanyol, amb seus a Barcelona i
Madrid.

En els anys trenta i quaranta, diversos economistes van observar que el
logaritme dels preus de diferents actius es comporta com un moviment brownia
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1 ] ]
B(t),t [J4,T] . Samuelson, el 1965, escriu
[ 1, [
S(t) = xexp pt+oB(t)—50 t, (4.15)

on X = S(0), o és la volatilitat i el parametre p representa la tendéncia a
créixer.

Aquest model s’anomena model de Black i Scholes perqué va ser utilitzat
pels autors Fisher Black i Myron Scholes per resoldre el problema de valoracio i
cobertura d’opcions de compra el 1973, en el cas que el preu de les accions en
el mercat satisfaci (4.15). En particular, el valor d’'un call a I'instant t [0, T]
ve donat per la férmula

—r@-pe L
V()=e Eqo max(S(T) — K,0)|F¢ ,

on r > 0 és el tipus d’interes, I:IFt,t I:E(D,T]I:e!s la filtracio del viment
brownig i Q és una mesura de probabilitat sota la qual el procés B(t),t 1
[0,T] definit com B(t) = B(t) + "t és un moviment brownia, donada pel
teorema de Girsanov.

En general, el preu inicial d’'una opcié ve donat per

L
V() =e"TEq h S(T) , (4.16)

on h%](T)Dés I’'anomenat payo [de I'opcid, és a dir, el capital que I'emissor
de I'opci6 vol garantir a la data de venciment. Per exemple, en el cas d’un call,
h(x) = max(x — K, 0).

Les anomenades opcions exotiques o productes derivats més generals tenen
payo [de la forma H = 0, on H és una variable aleatoria Fr-mesurable i tal
que Eq[H?] < o0. En aquest cas,

V(0) = e "TEq[H].

Per exemple, en les opcions asiatiques, el payo [_depen de|-valog-itja dels
prEFL('S de l'acci6 fins a la data de venciment, és adir, H=h S(T) onS(T) =
1

T o S(t)dt.

Una grega és la derivada del preu inicial d’'una opcio respecte de qualsevol
dels parametres del model x,r, o, T, K. Per tant, les gregues mesuren I’estabili-
tat d’'una opcio segons les variacions dels diferents parametres. Les gregues
més utilitzades soén la Delta, la Gamma i la Vega, definides, respectivament,
com

A= oV (0) _ 0%V (0) oV (0)
ox ' ox2 '’ oo
1 1
Suposem ara que estem en el cas (4.16) d’'un payo [de laforma h S(T) sota

el model de Black i Scholes. Utilitzant la férmula d’integracié per parts (propo-
sici6 1) del calcul de Malliavin on a és qualsevol dels parametres (X,r,o,T,K),



Aplicabilitat de la férmula d’integraci6 per parts 159

tenim que
1

oV (0) _ e =

lEJS(T)
Ja s(M

[ (4.17)
e "TEq h S(T) Hu S(T),

aS(T)
o

Observem que com que S(T) té una densitat, n’hi ha prou de suposar h
Lipschitz. En els casos en qué h no és Lipschitz, la férmula anterior també és
valida per a un argument d’aproximacio. D’altra banda, de la mateixa manera
que hem vist en les dues aplicacions anteriors de la formula d’integraci6 per
parts, observem que per calcular una grega explicitament hem d’escollir el
procés u de manera adequada.
A continuacio6, farem el calcul explicit per al cas de la Delta. Tenim que
1 rT lp 1

NO _ rre il @sm 2 5m

A= ax S(T)

Aplicant la proposiciéo 1 amb F =S(T), G =S(T) i prenent u = 1 obtenim que

—-rT

e [ N e N -
A= Eqo h S(T) B(T) . (4.18)

xXoT

Recordem que B(t) = B(t) + %t, t ][0, T], és un moviment brownia sota la

probabilitat Q. Observem que en aquest cas hem escollit el procés u com el
procés constant igual a 1.

La formula (4.18) permet calcular el valor de la Delta, per exemple, en el cas

d’opcions de compra o venda. En aquest cas, com que la densitat de S(T) és

explicita, el calcul de la A es pot fer directament sense utilitzar el calcul de

Malliavin i s’obté
|

Cidg % + (r — 2T
9k + ()~ 7) , (4.19)

o T

A=0

on ®(x) denota la funcié de reparticié d’una variable aleatoria N (0, 1). Llavors,
es pot demostrar que la formula (4.18) coincideix amb (4.19) en el cas d’un call.
Per al cas de les opcions exotiques com, per exemple, les opcions asiatiques,
la densitat del payo [Clo es coneix explicitament, i en aquest cas el calcul de
Malliavin té un paper crucial per al calcul de gregues.
Vegem I'exemple de la Delta d’'una opci6 asiatica, és a dir,
] rT IJ_‘I_=I 1

VO _ g, s @sm 2Em "

A= ax S(T)

Utilitzant la proposicié 1 amb F = S_(T) G = S(T) i u(t) = S(t), obtenim que

sl o

-rT 2

a=2"k h 5Ty 2D -x_ o (4.20)
XO

TS(T) 2
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Figura 1: Simulacio de la Delta d’un call asiatic.

Observem que, en aquest cas, si intentem aplicar la férmula d’integraci6 per
parts i prenem u = 1, no s’obté unﬁérn@a explicita de la A com en el cas de
les opcions amb payo [del tipus h S(T) , ja que el calcul resulta massa dificil.
Prenent u igual al procés S, hi ha termes que es cancellen i s’obté la formula
(4.20) que, com explicarem a continuacio, és practica per fer calculs numerics.

L’expressi6 per a les gregues (4.17) obtinguda mitjancant la férmula d’inte-
gracid per parts del calcul de Malliavin permet calcular les gregues numerica-
ment pel métode de Monte Carlo. Un avantatge important d’aquesta formula
és que la variable aleatoria Hy (S(T), %) no depén de la funcié payo 1.
Per al cas de payo [sSdliscontinus, aquest méetode sembla ser més eficient que,
per exemple, calcular les gregues directament utilitzant les diferéncies finites
i el métode de Monte Carlo; vegeu [4, 9] per a una comparaci6 dels diferents
metodes.

En l'article [4], els autors calculen numéricament el valor de la Delta d’'una
opcio6 asiatica de compra utilitzant tres métodes diferents (vegeu la figura 1). El
primer és el mencionat anteriorment, on s’aproxima la derivada per diferéncies
finites i I'esperanca per Monte Carlo. El segon métode consisteix a aplicar
el metode de Monte Carlo a la féormula per a la Delta (4.20) obtinguda amb
la integracid per parts del calcul de Malliavin. Quan s’implementa aquest
metode, apareix el problema numeric segient. Quan apliquem la férmula
d’integraci6 per parts del calcul de Malliavin, apareix la variable aleatoria H que,
per exemple, com hem vist en el cas d’un call (4.18) és un moviment brownia.

cags . L, . — 2 ,
En el cas d’un call asiatic obtenim que H és igual a %% —-r+ % (férmula

(4.20)). Aquesta variable aleatoria H pot fer anar a ralenti les simulacions de
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Monte Carlo. Per evitar aquest fenomen, els autors de [4] utilitzen una idea
que consisteix a localitzar la férmula d’integracié per parts al voltant de la
singularitat del payo [L_dn un interval de llargada 2&. En la figura 1 (vegeu
[4]) observem els valors obtinguts de la Delta d’un call asiatic amb x = 100,
r =0,1,0 =0,2, T =1, K=100, & = 10 i considerant fins a n = 50.000
successions quasialeatories. Com es pot observar en la figura 1, el métode de
Monte Carlo aplicat a la formula per a la A obtinguda localitzant la féormula
d’integracié per parts del calcul de Malliavin sembla ser la més eficient en
aquest cas.

Agraiments

L’autora vol agrair a la Societat Catalana de Matematiques la proposta de fer una
conferencia en la Tretzena Trobada Matematica dedicada a joves matematics
catalans al moén, que va tenir lloc el dia 11 de juny de 2010. Aquest treball és
una extensié dels temes que es van presentar a la conferéncia.
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